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b) union : on notera
I 14,

le type dont les éléments sont, soit de type ¢;, soit de type ¢#,.

¢) énumération :

Qp , 0y, ., 0

dénotera le type dont les éléments peuvent étre égaux 4 I'une des constantes
o,i=1,...,n

Du point de vue de la notation, on pourra utiliser des parenthéses pour lever les ambiguités
dans la description de types complexes, et étiqueter les différents composants dans une juxtapo-
sition. Exemples :

type DATE = an : ENTIER ; mois : (‘janvier”,..., “décembre”) ; jour : ENTIER
type PERSONNE = nom : TEXTE ; dge : (DATE|ENTIER) ; sexe : LOGIQUE

Les définitions peuvent étre récursives. On utilisera en général dans ce cas une “union’’ avec
un type spécial appelé VIDE (contenant un seul élément que nous noterons également VIDE par
abus de langage) :

type LISTE D’ENTIERS = VIDE |(premier : ENTIER ; suite : LISTE D’ENTIERS)

type ARBRE BINAIRE = VIDE |(racine : INFO ; gauche : ARBRE BINAIRE ; droite : ARBRE
BINAIRE)

Notons & cet égard qu’il est prématuré d’introduire & ce niveau la notion de pointeur [6], de
méme qu’il serait prématuré d’introduire la notion de branchement dans la description logique d’un
algorithme. :

2) On peut réduire le nombre d’éléments de base en se limitant, comme [3], 4 un ensemble
de départ contenant :

— un seul type de base (qui est la juxtaposition de O types) ;
— 2 opérations de composition : 'union et la juxtaposition.

Avec une interprétation adéquate, on peut alors retrouver de fagon simple tous les types
usuels (booléens, entiers, . ..) et complexes (listes, arbres. . .).

3) Un troisiéme ensemble d’éléments de base d’une description logique pourrait étre emprunté
aux méthodes de descriptions des bases de données, en particulier & un modéele relationnel : mode¢le
de Codd [4] ou modéle binaire d’Abrial [1].

4) A titre de dernier exemple d’outils de description logique, mentionnons I’approche de
Gedanken [13], ou les structures de données sont décrites comme des fonctions. Les opérations
de base sont alors la composition de fonctions et I’expression conditionnelle.

4. — REPRESENTATION PHYSIQUE

La représentation physique d’une structure de données est I'implantation concréte, en machine,
d’objets et de sous-programmes conformes a une description logique. Les descriptions logiques étant
en général récursives, on peut considérer la représentation physique comme une sorte de “point
fixe” de la description logique. Son élaboration sera, selon le langage de programmation utilisé, a
la charge du compilateur ou & celle du programmeur.

Nous ne développerons pas dans cet article les problémes de la représentation physique, ol
interviennent des méthodes telles que 'utilisation des pointeurs (pour la juxtaposition récursive),
de ““drapeaux” (pour I'union), les algorithmes de “ramasse-miettes’ et de gestion de la mémoire
etc. Signalons simplement un point important : 'approche “fonctionnelle” utilisée jusqu’ici n’interdit
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en aucune facon de représenter certaines des fonctions de manipulation par des “‘procédures non
typées” (SUBROUTINE) opérant par effet de bord sur certains arguments, si cela conduit a une
implantation plus efficace ; on exigera simplement que les relations intervenant dans la spécification
fonctionnelle soient vérifiées entre les valeurs initiale et finale de Iargument correspondant.

5. — UN EXEMPLE

Soit a définir le type “compte en banque”, ou COMPTE, et le type “‘ensemble de comptes en
banque”, ou BANQUE. Nous supposons connus les types de base ENTIER, ENTIER POSITIF,
TEXTE (= chaine de caractéres), LOGIQUE (= booléen), et le type PERSONNE (qui peut &tre
un type simple ou complexe). Une spécification fonctionnelle possible pour COMPTE et BANQUE
comprend :
fonctions de création

créer-banque : - BANQUE
créer-compte : PERSONNE x ENTIER POSITIF - COMPTE

fonctions d’accés
titulaire : COMPTE -~ PERSONNE
solde : COMPTE — ENTIER
trouver-compte : BANQUE x PERSONNE — COMPTE U {VIDE}

fonctions de modification
inscrire-compte : BANQUE x COMPTE - BANQUE
ajouter . COMPTE x ENTIER POSITIF -~ COMPTE
retirer : COMPTE x ENTIER POSITIF - COMPTE

relations
Vb EBANQUE, Y, ¢' € COMPTE, Y n, n' € ENTIER POSITIF, Y p, p' € PERSONNE :

(o) titulaire (créer-compte (p,n)) = p

(C,) solde (créer-compte (p,n)) =n

(Cy) c=c' & titulaire (¢) = titulaire (c')

(Cy) trouver-compte (créer-banque, p) = VIDE

(€5 trouver-compte (inscrire-compte (b, créer-compte (p,n)), p) = créer-compte (p,n)
(Cy) inscrire-compte (inscrire-compte (b, c), c') = inscrire-compte (inscrire-compte (b, c'), c)

(C,) solde (ajouter (c,n)) = solde (c) + n
(Cq) solde (retirer (c,n)) = solde (c) — n
(Cy) titulaire (ajouter (c,n)) = titulaire (c)
(Cio) titulaire (retirer (c,n)) = titulaire (c)

De ces propriétés, on peut déduire un grand nombre d’autres. Par exemple :
(Cy) et (C3) entrainent

(C,)) p #p' = créer-compte (p,n) # créer-compte(p', n')

de méme, on peut montrer 4 partir de (C,),(C;), (C,), (Cy) et (C;) que

(C,) p #p' = trouver-compte (b,p) = trouver-compte ( inscrire-compte
(b, créer-compte (p', n')), p)
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4 condition toutefois de supposer que les seules opérations effectuées sur les COMPTES et les
BANQUES sont celles qui entrent dans la définition fonctionnelle (démonstration par récurrence
sur le nombre d’opérations inscrire-compte effectuées).

Une relation du type (C,) indique que l'un des “composants’ d’un type (ici le titulaire) est
une “clé primaire” [4].

Une description logique des types COMPTE et BANQUE (conduisant sans doute 4 une repré-
sentation physique peu efficace) pourrait étre :

type BANQUE = VIDE |(premier : COMPTE ; suite : BANQUE)

type COMPTE = possesseur : (PERSONNE | SOCIETE); numéro : ENTIER POSITIF ;
. solde : ENTIER

type PERSONNE = PERSONNE PHYSIQUE | SOCIETE
type PERSONNE PHYSIQUE = (nom : TEXTE ; adresse : TEXTE)
type SOCIETE = nom : TEXTE ; siége-social : TEXTE ; capital : ENTIER POSITIF

avec pour les fonctions associées des descriptions logiques de la forme :

sous-programme trouver-compte (p : PERSONNE ; b : BANQUE) : COMPTE

si b = VIDE alors
VIDE

sinon si titulaire (premier [b]) = p alors
premier [b]

sinon  trouver-compte (p , suite [b])

Notons qu’il s’agit bien 14 d’une description logique, et que la représentation physique ne fera
pas nécessairement intervenir des sous-programmes récursifs. Un autre point important est qu’a une
spécification fonctionnelle donnée peuvent correspondre plusieurs descriptions logiques, et réci-
proquement ; ainsi, une méme structure logique de ““banque” pourra étre “vue” fonctionnellement
de diverses fagons pour des raisons de protection (certaines opérations étant absentes de certaines
spécifications). De la méme maniére, une structure logique peut avoir plusieurs représentations
physiques adéquates.

6. — SPECIFICATION FONCTIONNELLE DE QUELQUES STRUCTURES CLASSIQUES

Nous allons préciser la notion de spécification fonctionnelle & propos de quelques structures
usuelles : pile, listes, tableaux, ensembles, etc. La simplicité de ces spécifications, qui permet-
tent cependant de démontrer toutes les propriétés habituelles des structures considérées, nous
parait un argument important en faveur de I'utilisation de spécifications fonctionnelles avant toute
description détaillée de I'organisation des données d’un programme.

Dans ce qui suit, nous considérons des structures complexes bities a partir d’un type de base
que nous appellerons T : des piles d’objets de type T, des files d’objets de type T, etc. Le type T
est quelconque (ce pourrait étre ENTIER, TEXTE etc. ou un type complexe, comme PILE
D’ENTIERS etc.) ; nous le considérerons cependant comme connu, c’est-d-dire que nous n’abor-
derons pas le probléme de la définition de types complexes paramétrés.

Nous considérerons d’abord deux variétés de structures que 1’on peut appeler “structures sé-
quentielles a lecture destructrice” : les piles ou “structures 4 une seule téte de lecture/écriture”, et
les files, & “une téte de lecture et une téte d’écriture” ; nous étudierons ensuite les tableaux, qui
sont 4 “lecture non destructrice, accés direct, et une seule téte de lecture/écriture”.
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6.1. — Piles.

Une pile a la spécification fonctionnelle suivante :

fonctions
créer-pile : -~ PILE (création)
vide s PILE - LOGIQUE (accés)
dépiler : PILE — T x PILE (modification)
empiler : T x PILE — PILE (modification)
relations

VtET, Vp€EPILE :
®)) vide (créer-pile)
®,) ~ vide (empiler (p, t))
@) dépiler (empiler (t,p)) = [t, p]

Ces trois axiomes permettent de retrouver toutes les propriétés habituelles des piles. La plus
importante de ces propriétés peut s’énoncer de facon trés intuitive, “on retrouve les éléments dans
I’ordre inverse de celui ol on les a mis’’, ou encore

VpEPILE, Yt;, ty,...,t,ET:
0 <m <n = dépilery(dépiler'y),. (empiler™ (t, ¢, ;,....t;;p)) =t,

C’est-a-dire que si I’on dépile m + I éléments d’une pile sur laquelle on a auparavant empilé n

éléments £;, ¢,,...,t,, (0 <m <n), le dernier élément dépilé est ¢, _,,. Cette propriété se dé-
montre immédiatement a partir de (P,) par récurrence sur m.

Plus généralement, on démontre facilement a partir de (P,) la propriété suivante : soit
X=a,(a,_; (... ap)...)
une expression ol chaque fonction a; est :

soit dépilery,
| soit la fonction associant d toute pile y la pile empiler (t;, y) (t; €T)

et telle que pour i, I <i <, il y ait parmi g;, @;,;, ..., a, au moins autant d’opérations empiler
que d’opérations dépiler.
Alors, on obtient une expression égale 4 X en rayant successivement, a partir de la droite,

chaque opération dépiler et Popération empiler non encore rayée qui se trouve (par construction)
immédiatement 4 sa droite. Exemple :

empiler (tg, dépilerp,, p (empiler (t,, empiler (t;, dépilerpy, i (empiler (t,, p)))))) =
= empiler (t4 , empiler(t;, p))

Les axiomes (P,), (P,), (P;) n’interdisent pas expressément de dépiler une pile vide, mais em-
péchent de connaitre quelque propriété que ce soit sur I’élément “dépilé” d’une pile vide. Une pile
vide dépilée reste cependant une pile légale, sur laquelle on pourra ensuite empiler des éléments
de T en leur appliquant I’axiome (P3). Si I’on veut préciser au niveau de la spécification fonction-
nelle que le dépilage d’une pile vide est une erreur et rend la pile inutilisable, on associera a chaque
type X un élément spécial “indéfini” noté w, ; on ajoutera alors ’axiome suivant :

(P,) vide (p) = dépiler (p) = [wq, wpp ]

et I’on spécifiera que les fonctions caractéristiques de la structure sont ‘“‘strictement monotones”,
ou encore [11, p.359] des “extensions naturelles” au sens de la théorie du point fixe, c’est-a-dire
qu’elles valent w si ’'un au moins de leurs arguments est w :
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Ps) vide (Wppp) = Wrogroue

(Pe) dépiler (wpy ) = [wWp, WppE]
®,) empiler (t, wpyp) = Wppp
®,) empiler (wy, p) = wppp

La plupart des descriptions de piles publiées font intervenir la notion de “taille’” d’une pile.
Il s’agit 1d a4 notre sens d’un concept qui ne doit pas intervenir au niveau d’une spécification fonc-
tionnelle : il est important dans une implantation contigue (tableau et pointeur), mais beaucoup
moins dans le cas d’une implantation chainée. De fait, si toute implantation oblige a4 prendre en
compte une taille maximale, on peut considérer qu’elle ne fait pas partie du type abstrait PILE.
Ceci dit, la notion de taille s’introduit toutefois facilement dans le formalisme ci-dessus : une pile
de taille 7 est caractérisée par ’axiome supplémentaire :

(Py) Y m > n, empilergyly (Dt t5, ... tyn) = Wpyp

ou simplement, si I’on suppose que les fonctions de base sont des “extensions naturelles’” (axiomes
(Ps)a (Py)):

(Py) empiler®* ) (¢ ., t., ..., t,, t; ;créerpile) = Wpy g

6.2.— Files.

La spécification fonctionnelle d une file (anglais queue) est donnée par

fonctions
créer-file : > FILE (création)
vide : FILE - LOGIQUE (accés)
défiler : FILE — T x FILE  (modification)
enfiler : T x FILE -~ FILE  (modification)
relations
VtET, VfEF :

F) vide (créer-file)
(F,) ~ vide (enfiler (t, f))
(F3) ~ vide (f) = défiler (enfiler (t,f)) = [défilerr (f), enfiler (t, défiler g (f))]
(F,) vide (f) = défiler (enfiler (t, f)) = [t, f]

L’axiome (F,) affirme la commutativité des opérations défiler et enfiler sur une file non vide
(seul cas ol cette propriété ait un sens) ; il est évident intuitivement puisque 'on “enfile 4 un bout”
et que I’on défile 4 ’autre.

Il est intéressant de noter que nos définitions de piles et de files ne différent que parle 3°
axiome (P, , F;), 'axiome correspondant a (F,) étant vrai sur les piles. Les axiomes (F; — F,)per-
mettent de retrouver toutes les propriétés habituelles des files. La plus importante s’exprime intui-
tivement par le fait que “I’on retrouve les éléments dans I'ordre oi on les a mis”. Par exemple, on
montre immédiatement par récurrence que pour 0 < m < n :

vide (f) = défilery(défiler) . (enfiler™ (t,, t, ;... t;,f) =ty
Plus généralement, si f est une file vide, et si’on considére ’expression

X =a,fa, (.. (a;(f)...)

ou chaque g; est

( soit défilergyp
( soit la fonction qui associe 4 toute file y la file enfiler (¢, y) (t; €T)
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et telle que pour tout i, ] <i<n, il y ait parmi g;, a;,;, ..., a, au moins autant d’enfiler que
de défiler, alors on ne change pas la valeur de X en rayant toutes les opérations défiler g, ., et autant
d’opérations enfiler a partir de la droite. Exemple :

si vide (f) alors
enfiler (tq , défiler gy, i (enfiler (t, , enfiler (t;, défiler gy g (enfiler (t;, ))))))) =
= enfiler (tz, enfiler (1., f))
Si f n’est pas vide, on peut d’aprés (F,) et (F;) ramener toutes les opérations défilerg;;p a
gauche dans I’expression X. Ainsi, ’expression de ’exemple ci-dessus est égale pour tout fa
défiler gy (défiler gy (enfiler (tg, enfiler (t,, enfiler (t;, enfiler (t; , £))))))

Comme pour une pile, on peut spécifier qu’il est illégal de défiler une file vide par des axiomes
semblables & (P,) et (Ps — Py) (“extension naturelle”). On peut de méme préciser qu’une file est de
“taille” n par un axiome transposé de (P,) ou (Py).

6.3. — Tableaux.
Par opposition aux structures précédentes, un tableau est une structure a accés direct indexé.

La spécification fonctionnelle d’un tableau a4 une dimension de bornes m et n est donnée ci-
dessous (on note [m . n] I’ensemble {{1i€N, m <<i<n},et TABLEAU [m : n] ’ensemble des

tableaux de bornes m et n) :

fonctions
créer-tableau : > TABLEAU [m . n] (création)
accéder-éléement : [m :n]l x TABLEAU [m:n] = T (acces)
modifier-élément : T x [m : n] x TABLEAU [m : n] > TABLEAU [m : n] (modification)
relations
vt t'ET,Vtab € TABLEAU [m : n], Vi,jE€[m: n]:
(T,) accéder-élément (i, modifier-élément (t, i, tab)) = ¢
(T,) i #j = modifier-élément (t, i, modifier-élément (t', j, tab))
= modifier-élément (t', j, modifier-élément (t, i, tab))
(T3)  modifier-élément (t, i, modifier-élément (t', i, tab)) = modifier-élément (t, i, tab)

Notons que le langage LISP 1.5 [10] introduit précisément les tableaux 4 1’aide de deux fonc-
tions distinctes, accés et modification.

On pourrait aussi considérer que les fonctions accéder-élément et modifier-élément font inter-
venir le domaine N plutdt que [m : n], avec la convention que le résultat est indéfini (W 0% Wgppan )
si leur argument entier n’appartient pas a [m : #].

6.4. — Enseinbles.

Méme au niveau de la spécification fonctionnelle, on peut définir les caractéristiques d’une
structure de données de fagon plus ou moins précise. Ainsi, piles, listes et tableaux (de méme qu’un
grand nombre d’autres structures, comme les arbres binaires de recherche dont la spécification fonc-
tionnelle est facile a donner en supposant 7" muni d’une relation d’ordre) peuvent servir de réali-
sations particuliéres 4 une structure générale, celle d’ensemble, dont la spécification fonctionnelle

est :

fonctions
créer-ensemble : > ENSEMBLE (création)
membre : T x ENSEMBLE — LOGIQUE (accés)
ajout : T x ENSEMBLE —~ ENSEMBLE (modification)
retrait : T x ENSEMBLE - ENSEMBLE (modification)
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relations
Ve € ENSEMBLE, ¥Vt, t' €T :

(E,) membre (t, créer-ensemble) = faux

(E,) membre (t, ajout (t, e)) = vrai

(E;) membre (1, retrait (t, e)) = faux

(E,) ajout (t, gjout (t'e)) = ajout (t', ajout (¢, e))

(E5) t #t' = membre (t, retrait (t', e)) = membre (t, e)

7. — CONCLUSION

Nous avons jusqu’ici négligé un probléme lié aux structures de données : celui de la complexité
des algorithmes qui les manipulent. On peut remarquer par exemple que les files peuvent servir a une
description logique des tableaux, i I’aide de ’algorithme ci-dessous :

sous-programme accéder (i : ENTIER ; tab : TABLEAU, [m : n]) : T
{tab est représenté par une file}
variable x : 1°;
sii <mou i> n alors
Wr

sinon | pourj variant de m a i répéter

[x, tab] < défiler (tab) ;

enfiler (x , tab) ;
x {résultat renvoyé par le sous-programme}

et d’un algorithme similaire pour modifier (t, i, tab). L’inconvénient est évidemment que cette
décomposition conduit 4 une implantation physique de complexité 0(i}, alors qu’on attend d’un
tableau qu’il soit a “accés direct”. Un des rdles de la spécification fonctionnelle est donc précisément
de mettre en lumiére les opérations fondamentales sur la structure, que 1’on désire ensuite réaliser de
la facon la plus efficace possible.

Pour ce probléme, comme pour tous ceux qui se posent 4 propos des structures de données, la
distinction préalable entre les trois niveaux de description dégagés dans cet article nous parait une
méthode de décomposition indispensable 4 1a clarification des concepts fondamentaux.
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